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摘     要 
曲线与曲面的 Offset 研究是近十年来计算机辅助几何设计（CAGD）的一大热
点，研究文献非常丰富。本文在参考前人所做的研究的基础上，在广义 Offset 曲线、




Offset 曲线与曲面的一种严格定义，使之具有一般性；并讨论了广义 Offset 曲线或
曲面的性质以及与原曲线或曲面之间的关系。其中主要研究广义 Offset 曲线重要的
几何特征，分析在广义 Offset 曲线上产生尖点和奇异点的情况，通过对原曲线转折
点和拐点的检验来确定广义 Offset 曲线上的转折点和拐点。此外，对广义 Offset 曲
线提出了一种有实用价值的修正方法。另一方面，我们研究了广义 Offset 曲线与曲
面的整体性质，给出了广义 Offset 曲线总长度的表达式，由原曲线和它的广义 Offset
曲线所围成的区域面积的表达式，广义 Offset 曲面的面积表达式，以及由原曲面和








断出自交点，将 Offset 曲线上的自交部分去掉，来得到修正的 Offset 曲线。最后，
我们利用VC++编制了平面广义Offset曲线在计算机辅助花案设计方面的应用算例。 
 





























A Study on Offset of Curve and Surface 
Chen Xuejuan 
Abstract 
The study on offset of curve and surface is one of the hotspots in computer aided 
geometric design (CAGD) in the last ten years. There are many literatures about it. This 
paper puts forward some analytic methods and conclusions in aspects of general curve, 
surface offsets and approximations of offset curves, referring to some researches that 













In the first part we introduce summarily the study background of curve/ surface offsets, 
the important contributes in this area, and some unsolved problems. 
According to the wide applications of general offsets, in the second part a strict 
definition of general curve and surface offsets is given, and their properties and the 
relations with their original curves are discussed. Mostly the geometric features of 
general offsets are surveyed. The conditions of generating the irregular points are 
analyzed, we can identify the irregular points in the general offset curves by inspecting 
the irregular points in the original curves. Furthermore, a valuable trimmed way for 
general offsets is represented. On the other hand, the integral properties of general 
curve/surface offsets are studied, and some expressions about general offset curves and 
surfaces are given. Above studies is significant for the extending of standard curve and 
surface offsets. 
Because the offsets of a rational curve or surface have generally no rational formats, 
they can be approximated by using rational parametric curves or surfaces with lower 
degree. In the third part, several approximated ways of computing the plane offset curves 
are introduced. Above all, the original curve is split into some segments according to the 
changes of curvature for arbitrary plane parametric curves, approximating separately 
with the degree three Bezier curve, and turned to the rational parametric curve segments 
with lower degree. Then the offset curves can be made by the specific algorithms. In the 
paper there are four kinds of approximation algorithms to introduce: Bezier 
approximation algorithm, excursion of the control points, offset approximation based on 
the curve of normal vectors, and circle arc approximation algorithm. Moreover the 
self-intersections can be identified by taking sample points, the trimmed offset curves 
can be gained after getting rid of the self-intersect segments. Finally，we use the 
programming language VC++ to make a practical example of the plane general offset 
curves in the aspect of computer aided flowers design.  
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第一章  绪  论 
1  Offset 研究综述 







古典意义下的 Offset 曲线、曲面的表示形式较为简单，具体如下： 
设 ]1,0[,)( ∈ttr 是一条正则的平面曲线，则其 Offset 曲线可表为 
]1,0[)()()( ∈+= ttdtt nrro  
式中 d 是一个常数，刻画了 Offset 距离； )(tn 是原曲线 )(tr 上 t点处的单位法向量，
表示 Offset 的方向。根据 0>d 或 0<d ，我们分别得到外部的或内部的 Offset 曲线。 
)(tr 与其 Offset 曲线 )(tor 之间的几何量，如单位切向量，单位法向量，曲率等，
有下列关系式： 









































设 ]1,0[,,),( ∈vuvur 是一张正则曲面，它的 Offset 曲面可表为如下形式 
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式中 d 是一个常数，表示 Offset 的距离； ),( vun 是原曲面 ),( vur 上 ),( vu 点处的单位
法向量，表示Offset的方向。同样，根据 0>d 或 0<d 我们可得外部的或内部的Offset
曲面。 
Offset 曲面 ),( vuor 关于参数值 vu, 的导数为 
1
1
1 )1(),(),(),( enrr R
dAvudvuvu uu
o






dAvudvuvu vv −=+=  
关于 Offset 曲线与曲面的研究主要分为四个方面，它们是：(1)Offset 曲线与曲
面的精确有理表示；(2)自交；(3)逼近；(4)广义 Offset。下面我们分别加以讨论。 
1.2 Offset 曲线与曲面的精确有理表示 
Farouki[1]等把平面代数曲线的 Offset 表达式中分母根号内为完全平方的一类参
数曲线命名为 PH 曲线，首开精确有理表示研究之先河。PH 曲线的定义如下： 
对于一条代数参数曲线 )}(),({)( tytxt =r ，如果存在一个多项式 )(tσ ，使得
)()()( 222 ttytx σ=′+′ ，则称 )(tr 为 Pythagorean-hodograph 曲线（简称 PH 曲线）。 
此后，Farouki 又把平面 PH 曲线推广到空间 PH 曲线与曲面，并给出了具有有
理 Offset 的可展曲面的显示表达[2]。与此同时，他对 PH 曲线作了进一步的理论和
应用研究，并且在基于轨迹弧长的数控加工和工业机器人中，将弧长函数作为原参
数的多项式函数成功地应用于速度控制。另外，在实际应用中，需要对已知型值点
列构造用两端点的位矢、单位切矢和有向曲率作 Hermite 插值的 PH 曲线。de Boor[3]
研究了一般三次参数曲线的 GC2H 插值。1995 年 Farouki 等[4]给出了五次 PH 曲线的
C1H 插值算法；1997 年 Meek 等[5]给出了平面分段三次 PH 曲线的 G1 插值算法。 
1.3 自交  
Offset 曲线、曲面的内在几何结构非常复杂，自交是 Offset 曲线、曲面可能出
现的一个重要的几何特征。 
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)()()()( tdtsds nrnr +=+ ，则点 )(sor 或 )(tor 称为 Offset 曲线 )(tor 的自交点。 
同样，对于参数曲面 ),( vur 的 Offset 曲面，如果存在两个不同的参数值
),(),( vuts ≠ ，使得 ),(),(),(),( vudvutsdts nrnr +=+ ，则点 ),( tsor 或 ),( vuor 称为Offset






Offset 曲线、曲面作出修正，这是研究 Offset 的一项重要任务。Maekawa 等[6]提出
了基于子区间划分的投影多面体算法，用于计算平面 Offset 的局部自交点和整体自
交点；Maekawa 等[7]计算了使管道曲面不产生自交的最大可能半径；Aomura 等[8]
提出了计算均匀双三次 B 样条曲面片的等距面上自交曲线的步进算法；Vafiadou 等
人[9]用光线跟踪方法绘制了 Bezier 曲面片的等距面的自交。 









1.5 广义 Offset  
在工程应用中，由于实际问题的需要，我们必须拓广古典意义下的 Offset 曲线、























2  内容结构简介 
至今为止，关于 Offset 曲线、曲面的研究文献非常丰富，在实际应用中也解决
了许多问题。本文的创新之处是给出广义 Offset 曲线、曲面的一种严格定义，使得





1   绪论，介绍曲线、曲面 Offset 的背景知识和文中要用到的预备知识。 
2   给出广义 Offset 曲线、曲面的一种严格定义，并讨论其性质，以及与原曲
线之间的关系。 
3   计算平面 Offset 曲线的逼近，并进行分析比较。另外，利用 VC++给出了
广义 Offset 在计算机辅助花案设计中的应用。 
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式中 e 是曲线的单位切向量，n是曲线的单位法向量， k 是曲率， s 是弧长。为了
便于讨论 Offset 曲线，我们规定曲率 k 的正负取决于法向量n是远离或是指向曲率
中心。 




  ]1,0[)},(),({)( ∈= ttytxtr   
曲线关于参数 t的导数表示为 ΛΛ),(),( tt rr ′′′  。 






d 1 rrr ⋅′= −  
如果对于所有的 ]1,0[∈t  
0)()()(
d
d 22 ≠′+′=′= tytxt
t
s r  
则参数化曲线 )}(),({)( tytxt =r 在 ]1,0[∈t 上是正则的。 
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]1,0[,)},(),,(),,({),( ∈= vuvuzvuyvuxvur  
我们同样可以写出曲面 ),( vur 关于参数u 、v的导数，以及单位法向量n，Gauss
曲率 k 的相关公式如下： 
11),( er Avuu =  




















式中 DDDFGE ′′′,,,,, 分别是曲面 ),( vur 的第一，第二基本量。 
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0),(),( ≠× vuvu vu rr  
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第二章  广义 Offset 及其性质 
1  平面曲线的广义 Offset 
1.1 定义和性质 
定义 1.1.1  设 ]1,0[,)( ∈ttr 是一条正则的平面曲线，它的广义 Offset 曲线定义
如下： 
]1,0[)()()()()()( 21 ∈++= tttdttdtt nerro  
式中 )(),( 21 tdtd 是关于 t 的变量， )(),( tt ne 分别是原曲线 )(tr 上 t 点处的单位切向量
和单位法向量。 
这样，平面曲线的任何一种广义 Offset 都可以用这个形式表示出来。原曲线 )(tr




1 tdtd + 。若 Offset
方向与 n+ 方向的夹角大于 090 ，我们得到原曲线 )(tr 的内部广义 Offset 曲线；否则，
我们得到原曲线的外部广义 Offset 曲线。 

















































    
          (2) 
我们发现，广义 Offset 曲线 )(tor 的导数可以由原曲线 )(tr 上的 )(te 和 )(tn 所形
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=          (4) 
 
22 2 2 2 2 2
2 2 1 1 1 2 2 1 1 2
( )
[1 2 ] ( ) [2 2 2 ] ( )
D t
d k d k k d t d d d k d kd t d d
′=


















=                                                 (5) 
 
定义 1.1.2  正则曲线 )(tr 的广义 Offset 曲线 )(tor 是正则的，如果对于任意的
]1,0[∈t ， 0)( ≠′ tor 。 
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             (7) 
由此我们可以得到结论：如果对于任意 ]1,0[∈t ，当 0)(1 >≥ δtd 时，方程组(6) 
不满足；或者当 0)(2 >≥ δtd 时，方程组(7) 不满足，那么原曲线 )(tr 的广义 Offset
曲线 )(tor 是正则的。 
定义 1.1.3  正则曲线 )(tr 的广义 Offset 曲线 )(tor 对应于参数值 0t 有一个尖点，
如果 )( 0tor 是非正则点且 0)( 0 ≠′ tk 。 
对此，我们有 
如果参数值 0t 满足  0)()()()()()( 00102020101 =′⋅+′+′ ttdtdtdtdtd r 。另外，当






















−= ，且 0)( 0 ≠′ tk ，则 )( 0tor 是广义 Offset 曲线 )(tor 上的一个尖
点。 
定义 1.1.4 正则曲线 )(tr 的广义Offset曲线 )(tor 对应于参数值 0t 有一个奇异点，
如果 )( 0tor 是非正则点且 0)( 0 =′ tk ， 0)( 0 ≠′′ tk 。 
对此，我们有 
如果参数值 0t 满足  0)()()()()()( 00102020101 =′⋅+′+′ ttdtdtdtdtd r 。另外，当






















−= ，且 0)( 0 =′ tk ， 0)( 0 ≠′′ tk ，则 )( 0tor 是广义 Offset 曲线 )(tor
上的一个奇异点。 
举个简单的例子来说明上面的概念： 
例 1.1.1  设有抛物线 },{)( 2ttt =r ，沿切方向的 Offset 距离是 )(1 td ，沿法方向
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